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The unit of the group rings of the dihedral groups D,, (m square free odd) over 
the rational integer ring are represented by matrices over algebraic number fields. 
Thereby their multiplicative structure is revealed. 
1. EINLEITUNG 
Gegenstand dieser Arbeit sind die Einheitengruppen ganzzahliger Grup- 
penringe Z[D,,]; hierbei ist m eine ungerade, quadratfreie Zahl und D,, die 
m-te Diedergruppe (m gerade und quadratfrei kiinnte ebenso behandelt 
werden; wir beschranken uns auf den einfachsten Fall m = 2p, p prim). Wir 
stellen uns die Aufgabe, diese Einheitengruppen durch systematischen 
Gebrauch von Darstellungstheorie in Form von Matrixgruppen zu schreiben, 
deren Eingiinge ganze algebraische Zahlen sind. Da die (absolut) 
irreduziblen Darstellungen von D,, den Schur-Index 1 iiber Q haben, 
erhalten wir im wesentlichen lineare Gruppen iiber Ganzheitsbereichen 
algebraischer Zahlkdrper. Damit ist insofern etwas erreicht, als zum Studium 
dieser Gruppen bereits systematische Methoden existieren. Wir konzentrieren 
uns aber hier auf jenen UbersetzungsprozeB. 
Eine Ubersicht tiber Probleme und Ergebnisse in der Einheitentheorie 
ganzer Gruppenringe tindet man in Dennis [4]. 1st G endlich, kann E(Z [G]) 
als bekannt angesehen werden ftir 
(1) G abelsch: dann ist E = I~G X F, F frei abelsch mit angebbarem 
Rang (Higman [7], Ayoub und Ayoub [2]); 
(2) G = D, (=S,): (Hughes und Pearson [B]); 
(3) G = D, : (Polcino Milies [ 121); 
(4) G = gewiihnliche Quaternionengruppe: (Higman [ 71); 
(5) G = A, : (Allen und Hobby [ 11). 
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Wir besprechen an Beispielen D,, und D,,. Das hier angewendete 
Verfahren kann such auf andere Klassen metazyklischer Gruppen 
ausgedehnt werden; z.B. verallgemeinerte Quaternionengruppen oder 
Gruppen der Ordnung qp, wo q, p ungerade Primzahlen sind. Der Fall von 
Diedergruppen DZpn, der g&nzlich andere Ergebnisse zeitigt als der 
vorliegende, sol1 in einer splteren Arbeit besprochen werden. 
2. ALLCEMEINES 
Sei G eine endliche Gruppe. Bekanntlich ist Q[G] isomorph zu einem 
direkten Produkt A, x . . . x A ,, einfacher Algebren, deren Zentren 
algebraische Zahlkorper sind; dabei ist h die Anzahl der Konjugations- 
klassen zyklischer Untergruppen von G (siehe etwa Serre [ 171). Nennen wir 
den Isomorphismus p = pi x . . . x P,,, so ist P(E [G]) eine Ordnung in 
A, x ..a x A,. Nehmen wir an, die A i und pi sind bekannt; dann ist es unsere 
erste Aufgabe, p(Z [G]) zu beschreiben. Nun ist im alfgemeinen 
p(z[Gl)f Eli; 
die Aufgabe besteht also darin, die “Kopplungsrelationen” zu beschreiben, 
durch welche die Komponenten pi@ [ G]) miteinander verkniipft sind. Dieses 
Problem scheint auf den ersten Blick ein blolj technisches zu sein; es zeigt 
sich aber, da13 jene Relationen sich fur verschiedene Typen von Gruppen in 
sehr charakteristischer Weise voneinander unterscheiden. Fur Diedergruppen 
D,, mit quadratfreiem sind sie in gewissem Sinne “gutartig” (s.u.); fur D,,, 
sind sie schon bedeutend schwieriger zu entziffern. 
Was die Einheiten betrifft, halten wir folgendes fest. 
1. x E Z [G] ist Einheit genau dann, wenn alle p,(x) Einheiten in 
pi@ [G]) sind. D as ist sehr leicht zu beweisen. 
2. Seien 0, ,..., 0, Maximalordnungen in A, mit p@[G]) c Oi. Dann 
hat p(E(Z [G])) endlichen Index in E(0,) x . . . X E(0,). Ferner existieren 
Untergruppen E; c E(OJ von endlichem Index, derart dal3 
E; X .+- x E;, cp(E(Z[G])). 
Man kann das so ausdriicken: p(E(Z[G])) liegt zwar “schief’?“- in 
E(0,) X *-- x E(O,), aber nicht “beliebig schief.” 
Beweis. Fiir die erste Aussage beweisen wir allgemeiner: seien R c R’ 
Ringe, die als Z-Moduln endlich erzeugbar sind, und JR’jR 1 < co. Dann ist 
such IE(R’)/E(R)I < co. Sei nlmlich ] R’/R I= I, und fur x, y E E(R’) gelte 
x + IR’ = y + IR’; dann folgt xy-i E R. Ebenso erhiilt man yx-’ E R, also 
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xy-’ E E(R). Daraus folgt ]E(R’)/E(R)] < IR’/M’ 1, und der letztere Index ist 
endlich (das Argument ist wohlbekannt). 
Fiir die zweite Aussage geniigt es, folgendes zu beweisen: seien G,, G, 
beliebige Gruppen und G c G, x G, eine Untergruppe von endlichem Index. 
Dann gibt es Untergruppen gi c Gi von endlichem Index, derart da13 
g, x g, c G. Setzen wir namlich g, = {a E G,/(a, 1) E G}, und analog g,, so 
ist offenbar g, x g, c G. Ferner ist, wie man sofort sieht, die Abbildung 
G/g, -, G, x G,/G 
ug, -, (a, l)G 
wohldetiniert und injektiv. Damit sind wir fertig. 
3. DIEDERGRUPPEN 
In diesem Abschnitt beschaffen wir uns die Zerlegung der Gruppenalgebra 
a[&,,,] (m ist noch beliebig) und erinnern dazu an die (in jedem Lehrbuch 
aufzulindenden) Darstellungen von D,,. D,, hat die Prlsentation 
D2m=(~,y/~m=y2= l,yxy-l=x-l). 
(x) ist ein (zyklischer) Normalteiler vom Index 2, woraus folgt, da13 die 
Grade der irreduziblen Darstellungen nur 1 und 2 sein kiinnen. Nun sei d 1 m 
ein Teiler von m und cd eine primitive d-te Einheitswurzel. Dann ist 
eine Darstellung von D,,. Fur d = 1 ist 0, = p,, + pI mit den eindimen- 
sionalen Darstellungen 
po: x-+ 1, y+ 1, 
p,: x+ 1, Y-t-1, 
und fur (eventuelles) d = 2 ist u2 = &, + p’, , wobei 
p;: x-+-l, .Y+ 1, 
p;: x-+-l, y-+-l. 
Alle andern dd sind irreduzibel. Indem man d alle Teiler von m und Cd 
jeweils alle primitiven d-ten Einheitswurzeln durchlaufen la&, erhiilt man alle 
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irreduziblen Darstellungen von D,, (Equivalent sind dabei nur solche Paare 
von Darstellungen ud, die mit &, und [d gebildet werden). Fur festes d sind 
alle ud algebraisch konjugiert. 
Fur die Zerlegung von Q[D,,] benutzen wir nun folgendes ad-hoc- 
Argument. Die regulare Darstellung von C[Dzm] liefert, in ihre irreduziblen 
Bestandteile zerlegt, einen C-Algebrenisomorphismus 
C [DJ -+ C2 x M,(C) x a.. x M2(C) (m ungerade) 
bzw. 
C [Dzm] + C“ x M2(C) x . . . x M2(C) (m gerade). 
Wenn wir nun 1. von jeder Darstellung zweiten Grades nur ein Exemplar, 2. 
von jeder Klasse algebraisch konjugierter Darstellungen nur einen Vertreter 
behalten und 3. die Abbildung auf CD.[D,,] einschrlnken, erhalten wir, nach 
fester Wahl von Darstellungen ud (fur jedes d ( m eine), einen Q-Algebren- 
Monomorphismus 
Nun sei 
m-1 
x= c UiXi + b,x’y 
i=O 
ein typisches Element von Q[D,,]. Dann wird, mit 
Es ist klar, dal3 alle Matrizen dieser Form als Bilder unter ud vorkommen. 
Also ist 
di=‘&@@‘2m])) = 29,(49 
wobei cp die Eulerfunktion ist, und wegen 
2m = Y 2fp(d) 
d% 
ist der obige Monomorphismus such surjektiv. 
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Nun sei, fur d # 1, 2, Q, = O(c,) und Qs = Q,n IR gesetzt. Mit der 
komplexen Konjugation “-” konnen wir dann die zyklische Algebra 
A = (Q,p& -1 1) 
bilden (Bezeichnung wie bei Reiner [ 131). Ihre Elemente sind Ausdriicke 
a + bu, a E Q,, mit den Rechenregeln ua = au, u2 = 1. Betrachten wir A als 
Linksvektorraum iiber dem maximalen Teilkiirper Q, und stellen A iiber Q, 
durch Rechtsmultiplikation mit anschlieljender Transposition dar, so wird 
bei dieser Darstellung 
a + bu auf 
abgebildet. Wir haben also A 1: a,(Q[D,,]. 
Andererseits ist bekanntlich 
Es ist nun fur unsere Zwecke von grol3em technischem Vorteil, daB der 
Isomorphismus 
durch Konjugation mit einer Matrix iiber Q, bewerkstelligt werden kann. 
Schreiben wir nlmlich 
a=a, +a,&, b=b, +&6-c,, ai, bi E Q;, 
und setzen wir 
so erhalten wir 
Man hat bei der Rechnung zu beachten, darj 
641/13/4 9 
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Zusammenfassend haben wir also: 
Q[D,,] N @(bzw. Q”) x n M&Q;). 
dim 
df1.2 
Wie in der Einleitung angedeutet, konnen die iiberlegungen dieses 
Abschnitts auf weitere metazyklische Gruppen, insbesondere semidirekte 
Produkte iibertragen werden. Die typischen Darstellungen metazyklischer 
Gruppen findet man bei Curtis-Reiner [3]. 
4. EIN LEMMA 
Wir erinnern kurz an den Begriff des semidirekten Produkts. Der Grup- 
penhomomorphismus p: G-+ B habe einen Schnitt, d.h. einen 
Homomorphismus s: B + G mit p o s = id,. Dann ist p surjektiv und s 
injektiv. Mit A: = Kern p zerfiillt die exakte Sequenz 
I-A-G&B-l, 
P 
und wenn man B mit s(B) identifiziert, kann jedes g E G in der Form g = ab, 
a E A, b E B geschrieben werden. Die Multiplikationsregel ist 
(ab)(u’b’) = uu’s(b)bb’ 
(“B operiert auf A vermdge s”). Fiir diesen Sachverhalt schreiben wir im 
Folgenden stets G =A . B. In folgendem Sinne ist die semidirekte 
Produktbildung assoziativ: sei G zerlegt in G = (A . B) . C, und es werden A 
und B von C normalisiert. Dann kann man such schreiben G =A m (B . C). 
Jetzt sei m = p1 a.* p,,, pi prim, eine quadratfreie Zahl. Fur jeden Teiler 
d ] m sei eine Gruppe A, gegeben, und fur jedes pi 1 d ein Normalteiler Pi,d 
von A,, derart da13 A, c A,, fur d 1 d’ und 
AA Ad n Pi,d’ = Pi,d. (A) 
did’ Pild 
Sei t(m) = 2” die Teilerzahl von m; wir denken uns die d/m so numeriert, 
da13 gilt: d, 1 d, 2 k < 1; insbesondere ist dann d, = 1 und dt(,,,) = m. Wir 
betruchten die Gruppe 
I 
t(m) 
G = (ad,) E fl Adj 
I 
/j /j ud E ud,,,mod Pi,d . 
j=l d PiId I 
EINHEITEN IN i? [D,,] 547 
Dann gilt: G ist ein semidirektes Produkt, niimlich 
G= 
( ( 
‘*’ f7 pj,m' 0 Pj,dt(,,-l *” *Al’ 
pi Pjldton-I i 1 
Hierbei gilt : ist d, ) d,, so operiert die d,-Komponente aqf der d,- 
Komponenten durch Konjugation; andernfalls trivial (d.h. beide sind als 
Untergruppen vertauschbar). 
Beweis. Sei IZ, die Projektion auf die d,-Komponente. Wir setzen 
KeT = Kern ZI, 
und induktiv 
Ket, , = Kern nk 1 Kef , 
der Kern der Einschrlnkung von lZk+ I auf Ke,* . 
Wir zeigen zuerst, da13 G 2: KeT . A,. 
Das folgt einfach daraus, darj die Projektion 17, den Schnitt 
s: a, + (a ,,..., a,) E G, a, EA, 
hat. Angenommen, wir haben schon gezeigt, dab 
G- 
( ( 
--- Kef-r . () Pj,d,--l m.. . A,. 
Pjldt-1 ) 1 
Es ist 
Ke,*_ i = {(ad,) E G/a,,. = 1 fur j & i - 1 }. 
Wir betrachten die Abbildung 
Hi: Kef-:_, c G+Adi. 
Aus der Definition von G und unserer Anordnung der di folgt: ist 
ad, E Irn I7,, Kef-, s ad, E nP,,d, ‘Ad,* 
Wir setzen nun einen Schnitt an durch: 
s: 0 Pj,d,-‘Ke~-~ 
Pjldi 
adl + cadj>j 9 wobei adj = adi fiir d, 1 dj, a,, = 1 sonst. 
Es ist klar, da13 Im s c KeT-r , 
s(adt) zu zeigen: 
wenn Im s c G. Wir haben fur (ad,)j = 
A A adj = adJ/Pk 
djlm Ptld] 
mod ‘k,d,. 
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1. Fall: d,,/‘d,, dann gilt natiirlich such d,$(d&+), und a,, = ad,,pk = 1. 
2. Fall di ) dj und di 1 (d,lp,), dann ist 
adj = adJpk = adi’ 
3. Fall: di) d,, aber d,$(d,lp,). D arm ist notwendig pk 1 d,. Zu zeigen 
ist also adi G 1 mod P,,,,, und das folgt aus adi E Pk,d, und dem Axiom (A). 
Der ProzeO endet bei 
Ke%n- 1= 
{ (adj)j E G/Q,, = 1 fiir alle dj # m} 
g a, A a, E pj,m = 0 Pj,m 
I I Pjlm I Pi 
Die Aussage iiber die Operationen der einzelnen Komponenten 
aufeinander folgt aus der Definition von s. 
Zur Illustration schreiben wir den Vorgang fiir n = 2 noch einmal explizit 
auf: 
G= 
I  
(Q~~Q~,~Q,~Q~~P~) a 
I  
up, = Q,(p,,pJY Qp* = Ql(P*,p*) 
PIP2 ~QP,(P*.PIP2)~QP,PZ~QP*(Pl.P*P2) 
Wir haben jetzt zuerst G N KeT . A,, mit 
Ke: = {(a,,, ap2, Q~,~J/Q~, = ~(PI,~J QP2 E ~(Pz.P,) 
+ Kongruenzen wie oben }. 
Die Projektion IIpI : Ke: -+ A,, hat den Schnitt 
Qp, + (Qp,, 1, a,,), QP, E PLP, 
es wird also Ke: N Kep*, . Pl,p,, mit 
Kep*, = ((a,,, Q~,~,)/Q~, = 1 (P2.p2)T apI p2 = 1 (Pz.~,~~)~ 
a PlPl = up, Kp,p,)b 
SchlieOlich hat Z7p,: Ke;l: + Pz,p, den Schnitt 
up, + (apzy *,J 9, E P2.PI. 
Das Ergebnis ist 
P 2,Pz md PLPI sind als Untergruppen von G miteinander elementweise ver- 
tauschbar. 
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5. BERECHNUNG VON (&,,,,ud)(Z[D2,,& 
Von nun an sei m =pl . a. p,, ungerade und quadratfrei. Wir betrachten 
noch einmal die Darstellung 
Wir setzen C, = (x) = zyklische Gruppe der Ordnung m, rd = Darstellung 
von C, , definiert durch x -+ cd, 
X, = C aixi, X,, = c bixi, X,,X,E qc,]. 
Damit wird 
a,(X) = a,(X, + x, y) = 
( 
Td(& 1 Td(Xb 1- ~ . 
TdGG) TdKJ 1 
Die Tatsache, da13 crd von rd induziert wird (im Sinne der 
Darstellungstheorie), bewirkt sozusagen eine Separation der Variablen im 
Bild von ud. Unserk Aufgabe ist also essentiell: berechne 
Im Folgenden sei: 
A = z&J; z, = z.[6d]; 
p$, j = l,..., ri,d: Primideale iiber pi 
in h,, fiir pi 1 d, mit J;:,d := p-Exponent von 
gilt P(d) = (Pi - 1) * ri.d * fi,d; 
A ,,,=mxz,,x~~~ x Z, = (einzige) Maximalordnung 
in r(Q[C,]) = fl Q. 
dim 
Die Behauptung, die in der letzten Definition enthalten ist, braucht hier 
nicht mehr bewiesen zu werden. Weiter denken wir uns die Teiler d 1 m wie 
im Lemma (Abschnitt 4) numeriert; auDerdem seien die Einheitswurzeln cd 
so gewahlt, daB gilt: 
t-d& = cd * cd’? fur (ff, d’) = 1. 
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Das kann man so erreichen: fur jedes p1 ] rn wahle man t;pi beliebig, aber 
fest und setze dann, fur 
d = Pi, ‘*’ pi,: cd= (pi, * ‘*’ * (ipi,’ 
Wir benotigen die folgende bekannte Tatsache: ist [ irgendeine 
Einheitswurzel, so gilt 
[r 1 mod p!k’ l,d fur beliebiges i, d, k o (7 
hat pi-Potenzordnung. 
Fur weitere SHtze der algebraischen Zahlentheorie, die wir gleich 
verwenden, sei verwiesen auf Ribenboim [ 141. 
Nun sei X= C aixi E Z [C,]. Mit 
a,, := rdj(X) = c ui$ haben wir nun: 
/j /j a,,. = adj,pi mod p;;jj, alle k. 
djlm Pild 
Das folgt aus 
<dj = cdi,pi ’ [pi = t-di,pi mod pjfij. 
Setzen wir also 
/i(n) := (Ug)j E fl zdj A / j  adj = a&/p, mod P$,, ak k 
.i I djlm Pildj 
so gilt r(A) c/i(n). Wir wollen zeigen, dal3 hier die Gleichheit gilt, und da 
die Umkehrabbildung zu 7 unzugiinglich ist, gehen wir so vor: wir berechnen 
den Index d = IAma,j7(A)( und zeigen, da(J such d = I&,,//i(n)] ist. Daraus 
folgt dann nattirlich 7(A) = /1(n). 
Es sei discr der Absolutbetrag der gewohnlichen Absolutdiskriminante. 
Dann gilt 
d2 = (discr(r(li))): (discr(/i,,,)). 
Weil 7: /i + t(A) ein Isomorphismus von Z-Ordnungen ist, gilt natiirlich 
(und das ist der Witz) 
discr (+I)) = discr A, 
und dies ist bekanntlich = mm. Jetzt zeigen wir: 
discr nmax = discr 
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Dies ist leicht zu sehen fur n = 1 (leeres Produkt = 1 !) und sei nun richtig 
fur n. Dann bekommen wir 
n discr h, 
dIPI.. .PnPn+l 
= n discr 7, a n discr &p,+, 
dIPI. “Pa dlpl. . .i’r, 
= n discr Z, . n (discr ~~)Pn+1-1plP;t1-2’~P(d’ 
01. * ‘P” dip, ’ . *P” 
f j  pjPi-~~flJ+tpJ)p”” . PIPCtI-z)~dIp’.,.p,rp~d), 
i= 1 
Wegen Cdlp,. . .Pn p (d) = pr ... pn folgt daraus die Behauptung. 
Der pi-Anteil in d ist demnach gleich 
$(P, .“Pn-(Pi-2)P~“‘Pi-~Pi+l’.‘Pn)=P*’*’Pi-1PitI”’Pn’ 
Urn den Index l/i,,,/A( n )I zu berechnen, wenden wir das Lemma an, und 
zwar mit 
A,=Z, 
(aufgefaf3t als abelsche Gruppe), und 
Es ist leicht zu sehen, dalj die Voraussetzungen 
erhalten aIso 
des Lemmas erfiillt sind. Wir 
A(n) N E ( gd (fi $A)) (als abelsche Gruppen). 
Damit wird (Chinesischer Restsatz!) 
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Der p,-Anteil darin ist 
Pild 
s co(d’)=;, 
d’lmlpi L 
also derselbe wie in (~,,Jr(~)(. Also ist tatsiichlich r(A) = A(n) wie 
behauptet. 
Ohne weiteres bekommen wir jetzt 
Fiir die Einheitengruppe E haben wir hierin nur M, durch Gl, zu ersetzen 
Wir setzen jetzt 
und fur pi 1 d: 
Dann gilt 
Wir konnen daher das Lemma aus Abschnitt 4 anwenden auf das System 
der Gruppen G, und ri,d. E stellt sich dann dar als ein semidirektes Produkt 
mit Faktoren np,,d Ti,d. 
Wir haben nun noch zu untersuchen, wie sich diese Gruppen ins Reelle 
transformieren (siehe Abschnitt 3). Wir setzen (fib d # 1): 
rd = 0 ri,dT %= n n P,,$ 
plld PiId i 
rd” = EGI,(Z~)/ard- 1,brcrOmoda~ 
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fur zusammengesetztes d und fir Primteiler p ) m 
r,o = EG1,(Z~)/b=a-l,c-l-a,d-2-amoda~ 
Behauptung: fur alle d 1 m, d # 1 gilt 
Beweis. 1. Fall: d = p. Wir schreiben p fur ad und p” fur ai. Bekanntlich 
ist p”Z, = p*. 1st nun 
Erp und a=a,+a,C, b=b, +b,L a,,b,ELi, 
so folgt aus C = 1 mod p, da13 a, + a2 = 1, b, + b, - 0 mod p”. Mittels der 
Formel fur Mp(g $)M;’ (siehe Abschnitt 3) kann man dann leicht 
nachrechnen, da13 diese Matrix in r’j liegt. 
Sei umgekehrt (z z) E ri. Dann berechnet man zunachst 
-[a - Cc + b + Cd 
-Cc--C2a+d+<b 
Wir haben nun die Voraussetzungen 
b=a-l+b’ 
c=l-a+ti, b’, c’, d’ E p”, also Ep2. 
d=2-a+d’ 
Der 1 - 1-Eingang von M; ‘(: i)M, wird damit zu 
(1 -n’cl +o [a( 1 - C)’ + 21;( 1 - [) + Cc’ - Cb’ - C2d’ ] = 1 mod p, 
der 1 - 2-Eingang wird 
1 
(1 -O(l + cl 
[a(l-t;)*-(l-C)*+b’+Cd’-[*c’]%Omodp 
und das war zu zeigen. 
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2. Fall: d zusammengesetzt. Sei (2 i) E r, und wie oben 
a=a,+a,~, b=b, +b,[. ur 1, b-Omoda, 
ist gleichbedeutend mit a = 1, b z 0 mod (alle Primideale in H,, die d 
enthalten). 
Wir wollen zeigen, dal3 hieraus folgt: a, = 1, a2 - b, = b, z 0 mod (alle 
Primideale in Hz, die d enthalten) d.h. mod a:. Sei p ein Primideal, das in ad 
vorkommt, und p liege iiber dem Primideal p” aus Zi. Sei p” trlge in der 
Erweiterung Z.d/Zi; dann ist Z,/p = Zz/pO(LJ eine echte Korpererweiterung, 
und (1, Cmod p) ist eine Basis von Z,/p fiber Zz/:/p’. Die Behauptung ist 
dann klar. 1st p” zerlegt in Z,, dann ist notwendig p”Z, = p& und jj kommt 
ebenfalls in ad vor. Wir haben dann a 1 + u2 < - 1 mod pp. und dann such 
a, + u,f= 1 mod pfi. Hieraus folgt a*(( - r> = 0 mod pp. Da [- c= 
c-w 1)(C+ 1) eine Einheit in L, ist (hier geht ein, dalj d zusam- 
mengesetzt ist!), folgt u2 E p& also u2 = 0 mod p” und damit such a, = 1 
mod p”. Fur die bi rechnet man genau so. 
Damit sind alle FIlle erschopft, denn die Erweiterung Z&J: ist 
schlechthin unverzweigt. Die Relativdiskriminante, berechnet mit der 
relativen Ganzheitsbasis (1, [), wird nlmlich erzeugt von 
det 
2 C+C 
(+ c [* + (F* = cc- 02~ und dies ist eine Einheit in Zi. 
Wir haben damit gezeigt, dalj M,T,M; i c ri. Die umgekehrte Inklusion 
ist mittels der in Fall 1 angegebenen Formel fur Mil(z b,)M, durch 
Inspektion unmittelbar nachzuprtifen. 
Wir setzen noch T’y := G, = { k(i y), k(y i)}; dies ist eine Klein’sche 
Vierergruppe. 
6. ZUSAMMENFASSUNG 
Insgesamt haben wir den 
SATZ. Sei m eine ungerade quudratfeie Zahl. FCr d 1 m seien die 
Gruppen Tj wie oben definiert; die Teiler von m seien so numeriert, dc@ gilt: 
d, / d,* k & 1; insbesondere also d, = 1 und dt(,,,, = m. Dunn ist die 
Einheitengruppe E(Z [D,,]) isomorph zu einem semidirekten Produkt 
E = (a.- (Pm - ~,cmj-,) -)rp. 
Hierbei operiert c ayf Fj, fiir d [ d’ durch Konjugution, sonst trivial. 
Die trivialen Einheiten fD,, sind dubei das Komplement eines 
torsionsfreien Normulteilers N von E. 
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Bis auf die Aussage iiber das Komplement haben wir den Satz schon 
bewiesen. Wir bestimmen jetzt N: fiir primes p 1 m hat Z$’ den Normalteiler 
~r,O/a=d= 1, b-c=Omodp’ 
! 
(die Hauptkongruenzgruppe mod p” in GI&?Li)). Der Index ist p, und T(p’) 
hat sogar ein Komplement in c, nlmlich die von 
M,a,(x) q-l = ( 0 -1 1 Cpt~;’ ) 
erzeugte zyklische Gruppe. Nennen wir diese Ci , so erzeugen die Cii fiir alle 
pi 1 m zusammen eine zyklische Gruppe C, der Ordnung m, und man sieht, 
dal3 das semidirekte Produkt C, . ry isomorph zu fD,, ist. N ist dann das 
semidirekte Produkt mit den Faktoren rj fiir zusammengesetztes d und T(p”) 
fiirpjm. 
Wir haben noch zu zeigen, darj diese Faktoren torsionsfrei sind. Sei g ein 
Torsionselement von GI,(Zz) und n = O(g). iSber C ist g diagonalisierbar: 
g - diag@, ,u’) mit Einheitswurzeln r(l, p’; dann ist notwendig das kleinste 
gemeinsame Vielfache von Oh) und 001’) gleich n. y,,u’ sind die Nullstellen 
des charakteristischen Polynoms von g; dieses hat den Grad zwei; also hat 
der KGrper der n-ten Einheitswurzeln iiber Cl!: den Grad eins oder zwei. 
Dann kann IZ nur = 2, 3,4 oder ein Teiler von d sein. Es geniigt, zu zeigen: 
fiir zusammengesetztes d enthllt ri kein Element der Ordnung 2, 3 oder p, 
wo p 1 d ein Primteiler von d ist; fiir p / m enthHlt T(p”) kein Element der 
Ordnung 2,3 oder p. 
Sei erst d zusammengesetzt, O(g) = p ) d, q ein von p verschiedener Prim- 
teiler von d und q” ein Primideal iiber q in Zs. Das charakteristische 
Polynom F von g hat notwendig eine primitive p-te Einheitswurzel c als 
Nullstelle und mul3 irreduzibel sein. Setzt man a = [ + c so its (II E Ei, und [ 
geniigt iiber Ei der ebenfalls irreduziblen und normierten Gleichung 
X2 - aX + 1 = 0. Deren linke Seite mu13 also mit F iibereinstimmen. Es ist 
aber F = (X - 1)’ mod q”, und daher a 3 2 mod q”. Sei nun q ein Primideal 
iiber q” in 2, und 5 eine Einheitswurzel mit cz = 6. Dann haben wir 
<* + r-* - 2 = (<--t-l)* = (c-‘(c- l)(< t I))* E q. Da < + 1 Einheit ist, 
folgt r-- 1 E q. Das geht aber nicht, da nur Einheitswurzeln von q- 
potenzordnung ~1 mod q sein k6nnen. Ein analoges Argument schlieflt den 
Fall O(g) = 2, 3 fiir g E I’: und g E T(p’) fiir Primteiler p 1 m aus, sofern 
nicht p = 3. 
Es bleibt zu zeigen, dal3 T(p”) kein Element der Ordnung p enthalten kann. 
Zungchst zerlegen wir (semidirekt) 
T(p’) N (T(p’) n SI,(Zi)). (Einseinheiten mod p”), 
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denn die Determinantenabbildung f(p”) + E(Zi) hat den Schnitt 
E 0 &-+ ( ) 0 1’ 
Da die Einseinheitengruppe natiirlich torsionsfrei ist, geniigt es, die 
Behauptung fur g E T’(p’) n Sl,(Z’~) zu beweisen. Angenommen also, 
g = (z f;) habe die Ordnung p. Wie oben folgt, da13 das charakteristische 
Polynom X2 - (a + d)X + 1 eine primitive p-te Einheitswurzel < als 
Nullstelle haben mu& Mit (r = [ + i mu13 wieder a = a + d sein. Nun haben 
wir aber wegen ad - bc = 1 und b, c E pa, da13 ad E I mod@‘)*. Es folgt 
CZ=L2+& mod(p0)2. Benutzen wir (a - 1)2 = 0 mod(p”)2, folgt 
a = 2 mod@‘)*. Das ist aber falsch, denn ist p das Primideal iiber pa in Z,, 
so ist bekanntlich p = (c - 1) und daher pa = pz n Zi = pjj r7 Z’p” = (a - 2). 
Damit ist der Satz vollstlndig bewiesen. 
Wir betrachten den Spezialfall m = p etwas naher. Wir klinnen schreiben 
Jw P2,l) = r, * v4 (semidirekt). 
ri enthllt alle Matrizen 
M(r) := r i 
r-1 
l-r 1 2-r ’ 
rEL;; 
man kann nachrechnen, da13 M(r) M(s) = M(r + s - 1). Daraus folgt, da13 
die Additionsgruppe (i$, -t-) vermbge I + M(r + 1) als Ein-Parameter- 
Untergruppe in E enthalten ist. Es gilt aber such 
E = ((IQ’) n S&T;) . (Einseinheiten mod p”)) * D,,. 
Die Einseinheiten bilden eine frei abelsche Gruppe vom Rang (p - 1)/2 - 1. 
Benutzen wir ein Resultat von Serre [ 16, Prop. 211, erhalten wir fur die 
virtuelle cohomologische Dimension von T(p”) n Sl,(Z~) den Wert p - 2. Da 
die Gruppe torsionsfrei ist, ist dies zugleich die cohomologische Dimension. 
Insbesondere ist die Gruppe frei genau fur p = 3. 
Der Fall eines geraden und quadratfreien m kann im Prinzip auf dieselbe 
Weise behandelt werden. Wir geben hier nur eine Skizze der Rechnung fur 
den einfachsten Fall m = 2p, p ungerade Primzahl. Es ist 
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Man bestltigt leicht, da13 
Diese Gruppe ist 2-elementar von der Ordnung 8 und sei mit ry,, 
bezeichnet. Der Homomorphismus o, x q hat einen Schnitt, dessen Bild die 
Untergruppe { f 1, rtxp, f y, &xpy} von E ist. Man kann weiter zeigen, da13 
(up X czp) injektiv auf E ist. Zur Berechnung von (a, X u,,)(Kern ui x UJ 
wlhlen wir eine primitive p-te Einheitswurzel [; dann ist -[ eine primitive 
2p-te. Man sieht dann, da13 fur alle X e Z [D+,] 
qiw = uzpm mod 2 
ist (die Kongruenz natiirlich komponentenweise verstanden). In der Tat gilt: 
(up X %,)Wern u1 X 0,) = {k, y a) E rp X r,/g, = g, mod 21 
Man zeigt dies entweder analog zu der Rechnung in Abschnitt 5 oder 
durch direkte Angabe der Umkehrabbildung von up x uzp (was in diesem 
Fall noch moglich ist). Die Kopplung mod 2 kann wieder in ein semidirektes 
Produkt verwandelt werden. Setzen wir 
erhalten wir als Ergebnis: 
E 2: (r;, . r;) . r,oz. 
Hierbei operiert r:,, auf rip . ri vermoge 
(-& y)(KlJ2) = (xg*, yg’). 
Man sieht leicht ein, dal3 r;, torsionsfrei ist. Zerlegt man wie friiher 
(semidirekt) 
r; = r(pO) . c,, 
so wird C, von rp,, normalisiert, und es ist wieder 
C, . r!,, N kD,, = triviale Einheiten. 
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Die Details der Rechnung findet man in der Dissertation des Verfassers 
(Koln 198 1). 
7. BEISPIELE 
(1) D,: dieser Fall wurde bereits von Hughes und Pearson [8] unter- 
such& die das Ergebnis so formulierten: 
E={ a 
b 
( ) c d 
EGI,(L)/a+c=b+dmod3}. 
Mann kann leicht nachrechnen, da13 dies mit dem oben hergeleiteten 
iibereinstimmt (insbesondere ist es typisch fur Dieder-, nicht fur 
symmetrische Gruppen). Eine Diskussion lindet man in Dennis [4]. 
(2) Den weiteren Beispielen sei eine allgemeinere Beobachtung 
vorangestellt. Sei R der Ganzheitsbereich eines algebraischen Zahlkorpers; 
wir nehmen an, da13 R euklidisch ist und eine unendliche Einheitengruppe 
besitzt. Sei a ein Ideal in R und ST(a) = r(a) f7 S&(R). 
Wir wollen Erzeugende von sr(a) bestimmen. 
Dazu sei x, ,..., x, eine H-Basis von a und 0 = y, ,..., y, ein Reprlsentanten- 
system von R mod a. Nach einem Satz von Serre [ 15, Corollary 3 zu 
Theorem 21 ist sr(a) der von den Matrizen (i :‘) in Sf,(R) erzeugte 
Normalteiler. SI,(R) wird aber nach O’Meara [ 1 l] von Elementarmatrizen 
erzeugt, oder, wegen 
(:l i)(k I)(; -b)=(L :) 
such von den Matrizen (i 1) und ( 2, t). Sei U die von den Matrizen 
(ji Y)(i ?) (-ii i) und (: r,) (jj “0) (:, -7) 
erzeugte Untergruppe von S&(R). Offenbar ist U c sr(a). Andererseits ist U 
selbst normal. Dazu geniigt es, zu zeigen, dal3 man Elemente von U erhiilt, 
wenn man die oben angegebenen Erzeugenden mit Erzeugenden von Sf,(R) 
konjugiert. Sei dazu -JIM = y, + a, a E a. Dann wird 
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Fur beliebiges r e R schreiben wir r t yi = y, t a. Dann bekommen wir 
Fur die Erzeugenden (ji y )( i :j)( -Li ‘: ) von U denken wir uns S&(R) 
von den (: y) und (.!i A) erzeugt und argumentieren analog. Also ist U 
normal und stimmt daher mit H’(a) iiberein. 
Die Voraussetzungen an R sind erfiillt fur R = Zi, Hy , Zy,. Fiir 12: ist das 
allbekannt, und die beiden andern Falle sind Resultate von Godwin [5, 61. 
Mit geringer Miihe-im wesentlichen braucht man noch die Einseinheiten 
modulo der Ideale p” und 2p”-kann man damit Erzeugende von E(Z[D,,]) 
hinschreiben fur n = 5, 7, 11, 10, 14, 22. Wir sehen uns nur den Fall n = 5 
etwas nlher an. 
Es ist Zt = Z[e]. e ist Grundeinheit, und wir haben e2 = e t 1. Das 
Primideal p” iiber 5 wird als Ideal erzeugt von fi, als abelsche Gruppe von 
5 und 2 t e; ferner ist Zi mod p” = IF, = Galoisfeld mit 5 Elementen. Zur 
Abkiirzung setzen wir 
s= (01 i), T=(:, i), Te=(; ;). 
Nach den obigen ijberlegungen wird ST@‘) erzeugt von den Matrizen 
(T5JSTiS-‘, (ST’TJ- l)Ti, 
(TZT~)ST’S-‘, 
(ST’S- l)Ti, i = O,..., 4. 
In diesem Falle besteht die Moglichkeit, zu einer vollstiindigen Prisen- 
tation von ST(p’) zu gelangen. Kirchheimer und Wolfart [9] haben nlmlich 
eine solche von SI,(Z!) berechnet: nimmt man noch E = (i ,ol ) hinzu (das 
ware nicht niitig, vereinfacht aber die Relationen), so wird SI,(Zt) erzeugt 
von S, T, T,, E mit den definierenden Relationen 
TT, = T, T, TE = TT,, Tf = TT,, s4= 1, 
ESE = S, (T-‘S)3S2 = 1, (T,-~ES)~~* = 1. 
Es ist S/,(Z~)/Sr(p”) N SI,(lF,). Ein schreier’sches Reprasentantensystem 
fur die Faktorgruppe besteht aus den Matrizen 
ST’S- ‘EkT’, i, j = 0 ,..., 4, k = 0 ,..., 3; 
STiEk, i = O,..., 4, k = 0 ,..., 3. 
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Hierauf kann man das reidemeister’sche Umschreibungsverfahren 
anwenden (siehe Magnus-Karrass-Solitar [lo]) und erhllt Relationen 
zwischen Elementen von ST@‘). Dies bleibe dem unerschrockenen Leser 
iiberlassen. 
(3) D,,: hierzu bendtigen wir im wesentlichen r(3) und r(6) = 
Hauptkongruenzgruppen mod 3 und mod 6 in SZ,(Z). Aus Dennis [4] 
entnehmen wit-, da13 r(3) die freie Gruppe mit den freien Erzeugenden 
ist. r(6) hat darin den Index 6 und ist folglich eine freie Gruppe in 
6(3 - 1) t 1 = 13 Erzeugenden (Formel von Schreier). Man erhglt sie, idem 
man das schreier’sche Reprlsentantensystem 
1, A,B, C,AB, CB 
fiir r(3) mod r(6) bildet und die Ausdriicke 
XY (Reprtisentant von XI’-’ 
bildet, in denen X die Reprfisentanten und Y die Erzeugenden von r(3) 
durchlauft. Von den so entstehenden 18 Ausdriicken erkennt man sofort 5 als 
trivial, ntimlich die, in denen X = 1 und die beiden mit X = A, Y = B, X = C, 
Y = B. Die iibrigen 13 sind dann zwangsllufig freie Erzeugende von r(6). 
Nun haben wir r,” = r(3) . C,, wobei C, = ((y I: )) ist, und Tt = rf f7 r(2); 
wir suchen Erzeugende von Tz. Aus der exakten Sequenz 
14(6)4-,O+c,+ i 
(die nicht zerfallen kann!) entnimmt man, da13 Ti erzeugt wird von r(6) und 
einem beliebigen nichttrivialen Reprbentanten mod r(6), als welchen man 
AB( 7: i) wiihlen kann. 
Insgesamt haben wir damit E(Z [O,*]) in Termen von Gf,(Z) einigermafien 
explizit dargestellt. 
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